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1 ディジタル信号処理における基本要素

1.1 基本の 3要素

基本の 3要素とは，遅延子・乗算器・加算器である．

1⃝ 遅延子：入力信号 x(nT )に対してサンプリング間隔 T だけずらす．

2⃝ 乗算器：入力信号 x(nT )を定数倍して出力する．

3⃝ 加算器：2つの信号の和を出力する．

(通常，x(nT )は x[n]や x(n)のように T を省略して記述される)

1.2 ディジタル信号処理システムの例

問 1：x(nT ) はあるシステムへの入力信号であり，y(nT ) がその出力信号であるとする．このと

き，次の出力信号 y(nT )を生成するシステムを構成せよ．

(1) y(nT ) = x(nT ) + 0.5x(nT − T )

(2) y(nT ) = x(nT ) + 0.5y(nT − T )

(3) y(nT ) = ax(nT ) + x(nT − T )

(4) y(nT ) − ay(nT − T ) = x(nT − T )

(5) y(nT ) = u(nT ) − u(nT − 4T )

(なお，u(nT )はステップ関数であり，n ≥ 0のとき 1，それ以外は 0の関数である)

問 2：入力信号 x(nT )を 3サンプル区間平均して出力するようなシステムを構成しなさい．ただ

し，x(−T ) = x(−2T ) = 0とする．

1.3 差分方程式

差分方程式はディジタル信号処理システムを表現するために用いられる記述法で，この式が定ま

ると，入力信号が決まると出力信号が決定する．
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2 z変換

2.1 z変換とは

フーリエ変換における微分を表す変数 2πif を s と置いて，微分方程式の解析を行うのが

ラプラス変換である．これに対して，離散関数のフーリエ変換における時間シフトを表す変数

exp(2πifnT ) を z と置いて，差分方程式の解析を行うのが z 変換である．

アナログシステムは微分・積分を用いて表現するのでラプラス変換を用いてシステム解析を行

う．一方，ディジタルシステムは差分・和分を用いて表現するので z 変換の出番となる．

2.2 z変換の定義

離散信号 x(nT ) の z 変換は以下の式で定義される．

Z[x(nT )] = X(z) =
∞∑

n=−∞
x(nT )z−n

n < 0 のとき x(nT ) = 0 であれば，以下のように総和の範囲を 0 ∼ ∞ にして計算できる．

Z[x(nT )] = X(z) =
∞∑

n=0

x(nT )z−n

2.3 z変換の導出

連続信号 x(t) をサンプリング間隔 T で離散化すると，次のようになる．

xsamp(t) =
∞∑

n=0

x(nT )δ(t − nT )

次に，xsamp(t)をラプラス変換すると，

L[xsamp(t)] = Xsamp(s) =
∫ ∞

0

xsamp(t)e−stdt

=
∫ ∞

0

∞∑
n=0

x(nT )δ(t − nT )e−stdt

=
∞∑

n=0

x(nT )
∫ ∞

0

δ(t − nT )e−stdt

=
∞∑

n=0

x(nT )e−nsT

となる．ここで，esT = z とおくと，

与式 =
∞∑

n=0

x(nT )z−n

となる（z−z は遅れを表す）．これで z 変換が導出できた．

3



2.4 z変換の例

以下の関数を z変換せよ．

(1) δ(nT ) =

{
1 n = 0

0 n ̸= 0
(2) u(n) =

{
1 n ≥ 0

0 n < 0
(3) x(n) = n

(1) δ(nT ) =

{
1 n = 0

0 n ̸= 0

∞∑
n=0

δ(nT )z−n = 1

(2) u(n) =

{
1 n ≥ 0

0 n < 0

∞∑
n=0

u(n)z−n = 1 + z−1 + z−2 + · · ·

=
1

1 − z−1
(|z| ≥ 1)

(3) x(n) = n

∞∑
n=0

nz−n = z−1 + 2z−2 + 3z−3 + · · ·

=
(z−1 + z−2 + z−3 + · · · )

1 − z−1

=
1

(1 − z−1)2
(|z| ≥ 1)
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2.5 実用的な例

入力を電圧 x(t)とし，RCの直列回路の Cの両端電圧を出力 y(t)とすると，以下のようにラプ

ラス変換によって解くことができる．{
Ri(t) + y(t) = x(t)
i(t) = C dy(t)

dt

⇒ RC
dy(t)
dt

+ y(t) = x(t)

dy(t)
dt

+
1

RC
y(t) =

1
RC

x(t)

(ラプラス変換すると) (s +
1

CR
)Y (s) =

1
CR

X(s)

H(s) =
Y (s)
X(s)

=
1/CR

s + 1/CR

(逆ラプラス変換すると) h(t) =
1

CR
e−

1
CR t

となる．これを離散時間で考えると，以下のようになる．{
x(t) ⇒ x(nT )
y(t) ⇒ y(nT )

dy(t)
dt

⇒ y(nT ) − y{(n − 1)T}
T

微分⇒ 差分

これを微分方程式にあてはめると，

y(nT ) − y{(n − 1)T}
T

+
1

RC
y(t) =

1
RC

x(t)(
1
T

+
1

CR

)
y(nt) =

1
T

y{(n − 1)T} +
1

CR
x(nT )

y(nT ) =
CR

CR + T
y{(n − 1)T} +

T

CR + T
x(nT )

y(nT ) = ay{(n − 1)T} + (1 − a)x(nT ) , a =
CR

CR + T
(両辺を z変換すると)

Z[y(nT )] = Y (z) , Z[y{(n − 1)T}] = z−1Y (z) , Z[x(nT )] = X(z) より

Y (z) =
1 − a

1 − az−1
X(z)

となる．ここで，
1

1 − az−1
を逆 z変換すると an となるので，伝達関数は (1 − a)an となる．
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3 ディジタルフィルタ

3.1 FIRフィルタ

FIRフィルタ (Finit Impulse Response filter)とは，インパルス応答が有限長のフィルタであり，

日本語で有限長インパルス応答ディジタルフィルタともいう．FIR フィルタの伝達関数 HFIR(z)

は一般に以下のように表される．

HFIR(z) =
N∑

k=0

h(kT )z−k

FIRフィルタは以下のような特徴を持つ．

1⃝ 完全な直線位相特性を持つフィルタを構成することができる． 2⃝ ひずみが生じない．

3⃝ 構成が簡単である． 4⃝ 安定性が保証されている．

3.2 IIRフィルタ

IIR フィルタ (Infinit Impulse Response filter) とは，インパルス応答が無限長のフィルタで

あり，日本語で無限長インパルス応答ディジタルフィルタともいう．IIR フィルタの伝達関数

HIIR(z)は一般に以下のように表される．

HIIR(z) =

N∑
i=0

aiz
−i

1 +
L∑

j=0

bjz
−j

IIRフィルタは以下のような特徴を持つ．

1⃝ アナログフィルタ (s-z変換)を利用することができる．

2⃝ 低次のフィルタで優れた特性を実現できる．

3.3 フィルタの例

以下の式の伝達関数を求めよ．

(1) y(nT ) = x(nT − kT )

(2) y(nT ) = x(nT ) + x(nT − 2T ) + 0.25y(nT − 2T )

3.4 システムの安定性

伝達関数の任意の極を zp とすると，システムが安定であるためには，すべての極に対して

|zp| < 1 でなければならない．なぜなら，z = esT，(s = α + jω) のとき，|eαT | < 1，すなわち

α < 0ならば z は収束するからである．上記の例 (2)では，1− 0.25z−2 = 0より，z = ±0.5とな

るので安定である．
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4 ディジタルフィルタの設計

4.1 直線位相特性

伝達関数 H(ejωT ) を考える．伝達関数が

H(ejωT ) = |H(ejωT )|ej∠H(ejωT )

と表されるとき， |H(ejωT )| が振幅特性， ej∠H(ejωT ) が位相特性となる．位相特性が線形である

とき，直線位相特性という．これを式で表すと以下のようになる．

∠H(ejωT ) = αωT (αは定数)

4.2 FIRフィルタの設計

4.2.1 FIRフィルタ

入力を xk ，出力を yk ，フィルタ係数を hm とすると，FIRフィルタは以下の式で定義される．

yk =
k∑

m=0

hmxk−m , H(z) =
M∑

m=0

hmz−m

4.2.2 FIRフィルタの周波数特性

FIR フィルタの周波数特性を求める．FIR フィルタの伝達関数 H(ejωT ) を実部 HR(ejωT ) と

虚部 HI(ejωT ) に分けると以下のようになる．

H(ejωT ) = HFIR(z)|z=ejωT =
M∑

m=0

hme−jmωT

=
M∑

m=0

hm{cos(mωT ) − j sin(mωT )}

=
M∑

m=0

hm cos(mωT ) − j
M∑

m=0

hm sin(mωT )

= HR(ejωT ) − jHI(ejωT )

このとき，FIRフィルタの位相特性は

ej∠H(ejωT ) = tan−1

{
HI(ejωT )
HR(ejωT )

}

= tan−1



M∑
m=0

hm sin(mωT )

M∑
m=0

hm cos(mωT )
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FIRフィルタを考える．

y(nT ) =
n∑

k=0

h(nT )x(nT − kT ) H(z) =
N∑

k=0

h(kT )z−k

周波数特性

H(ejωT ) =
N∑

k=0

h(kT )e−jkωT =
N∑

k=0

h(kT )(cos kωT + j sin kωT )

すなわち，周波数によって応答が異なる．ここで，

H(ejωT ) = |H(ejωT )|ej∠H(jωT )

ej∠H(jωT ) = tan−1

[
HI(ejωT )
HR(ejωT )

]
よって，

−dH(ejωT )
dω

= τ0

となる．これが直線位相特性である．(τ は定数)

例) f(t) = sin(ω0t) + sin(15ω0t) + sin(20ω0t)のとき，位相特性を −10ω0 とすると，

sin(ω0t) → sin(ω0t − 10ω0) = sin ω0(t − 10)
sin(15ω0t) → sin(15ω0t − 10 × 15ω0) sin 15ω0(t − 10)
sin(20ω0t) → sin(20ω0t − 10 × 20ω0) sin 20ω0(t − 10)
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4.3 s-z変換

4.3.1 インパルス不変法

インパルス不変法は，アナログフィルタのインパルス応答を標本化してディジタルフィルタのイ

ンパルス応答を求める方法である．このような標本化によってアナログフィルタの特性を完全に近

似できるためには，対象となるアナログフィルタの特性が Nyquist周波数以下に帯域制限されてい

なければならない．言い換えれば，インパルス不変法は，実現したいフィルタの振幅周波数特性が

Nyquist周波数以上で十分に減衰している場合に適切な方法である．

アナログフィルタのインパルス応答を ha(t) とする．インパルス不変法による設計では，ディジ

タルフィルタのインパルス応答 hd(n) が次のようになるよう設計する．

hd(n) = ha(nTs)

ただし，ここで Ts は，標本化周期である．

ここで，実現したいアナログフィルタが，ラプラス変換を用いて s の有理多項式 Ha(s) で表さ

れているものとする．一般的な高次の有理多項式の場合には，次のような部分分数に展開できる．

Ha(s) =
M∑

k=1

Ak

s − sk

このラプラス変換に対応するインパルス応答 ha(t) は，次のような関数で表される．

ha(t) =
M∑

k=1

Akesktu(t)

これを hd(n) = ha(nTs) となるようにディジタルフィルタのインパルス応答を求めると，以下の

ようになる．

hd(n) =
M∑

k=1

AkenskTsz−1

この標本化されたインパルス応答を用いて z 変換を求めると，次のようになる．

Hd(z) =
M∑

k=1

Ak

∞∑
n=0

enskTsz−n

=
M∑

k=1

Ak

1 − eskTsz−1

以前の電気回路を再び例にとると，

hA(s) =
1/RC

s + 1/RC
なので hD(s) =

1/RC

1 − e−
1

RC Tsz−1
Ts

となる．なお，s平面における収束領域は左半平面であり，z平面の収束領域は単位円内部である．

ここで，両者の周波数特性を見ると，周波数を今回は 2kHz以下にしないと，zから sへの変換は

できない．
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4.3.2 双一次 z変換

双一次*1変換 (Bilinear transform) は連続時間領域における線型時不変フィルタの伝達関数

Ha(s) (アナログフィルタ) を離散時間領域における線形シフト不変フィルタの伝達関数 Hd(z)

(ディジタルフィルタ) に変換するのによく用いられる等角写像のひとつである．双一次 z 変換，

タスティン変換，台形差分法 (Trapezoidal method) とも呼ばれる．この変換では，s 平面上の

Re[s] = 0，jω を z 平面上の |z| = 1 の単位円に写像する．双一次変換は元のフィルタの安定性を

保存し，連続時間フィルタ Ha(jωa) の周波数応答のすべての点を離散時間フィルタ Hd(ejωdT ) の

周波数応答の対応する点に 1対 1に写像する．

単位インパルスによってサンプリングされた離散時間信号にラプラス変換を行うと結果は正確に

z変換として表されるが，双一次変換は以下の式に示すように z平面から s平面への正確な写像を

行う自然対数関数の一次近似である．

s =
1
T

ln(z)

=
2
T

[
z − 1
z + 1

+
1
3

(
z − 1
z + 1

)3

+
1
5

(
z − 1
z + 1

)5

+
1
7

(
z − 1
z + 1

)7

+ · · ·

]

≈ 2
T

z − 1
z + 1

≈ 2
T

1 − z−1

1 + z−1

双一次変換とは，この一次近似を用い連続時間の伝達関数 Ha(s) において s ← 2
T

z−1
z+1 とし

Hd(z) = Ha(s)
∣∣∣∣
s= 2

T
z−1
z+1

= Ha

(
2
T

z − 1
z + 1

)
とするものである．

*1 双 1次とは，分母・分子が共に 1次であるような有理式のことを指す．
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